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Apresentamos neste trabalho uma andlise da curva de rotagao de galdxias espirais. Uti-
lizamos alguns modelos analiticos na tentativa de obter uma expressao para a distribuicao
de massa da matéria escura, como uma possivel solucao para o “problema da matéria fal-
tante”. Uma combinacao de modelos analiticos para descrever as distribuicoes de massa para
matéria visivel e matéria escura foram utilizados, respectivamente, a da Lei de Plummer e
a da Esfera Isoterma. Salientamos que, mesmo tendo obtidos bons resultados, os modelos
analiticos tratados neste trabalho nao sao os mais aperfeicoados, e que nenhum outro fechou
completamente o problema estudado.

Palavras-chave: Dinamica de Galaxias, Matéria Escura, Galaxias Espirais, Curva
de Rotacao, Astrofisica Extragalactica.

We present in this article an analysis of curve of rotation for spiral galaxies. We use some
analytical models to try get an expression for the distribution of dark matter mass as a
possible solution to the “missing matter problem”. A combination of two analytical models
the Plummer law and Isotherm Sphere were used to describe the distribution of mass for
visible and dark matter. We emphasize that the good results obtained here are independent
of the analytical models considered to as anyone model had not completely solve the studied
problem.

Keywords: Galaxy Dynamics, Dark Matter, Spiral Galaxies, Curve of Rotation,
Extragalactic Astrophysics.

I. INTRODUCAO

Desde muito e muito anos atrds o ser hu-
mano além de ter ficado fascinado pelo espaco,
procurou entendé-lo, e na atualidade nao é
diferente. Hoje, temos métodos e conhecimen-
tos mais avangados que nos propiciam, cada vez
mais, descobertas surpreendentes sobre o uni-
verso. E para viver melhor, cabe a nds tentar
compreender a dinadmica da natureza e coope-
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rar da melhor forma para a evolugao do ser hu-
mano.

E da natureza humana, tentar compreen-
der o que acontece ao seu redor. Para isso,
o0 homem procura sistematizar e mensurar os
acontecimentos e coisas que lhe sao apresen-
tadas, como por exemplo: massas de estrelas
ou de galaxia, projetar saltos para alcancar
satélites, dimensionar tamanho de constela-
¢oes, enfim caracterizar o objeto apreciado.
Uma dessas medidas é, justamente, objeto de
estudo do nosso trabalho — a estimativa de
massa de galdxias espirais.

A massa do universo por muito tempo teve
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uma caracteristica eminentemente visivel, ou
seja, no computo da distribuicdo de massa
dos objetos celestes se levava em conta ape-
nas o que os olhos humanos e, com o passar do
tempo, as lunetas puderam captar. Porém, essa
tendéncia foi se modificando nos trés ultimos
séculos, pois com o advento de telescopios ainda
mais potentes e a aquisicao de alguns métodos
analiticos e computacionais, percebeu-se, en-
tre outras coisas, que a teoria nao estava com-
pativel com a experimentagdo, vindo a tona a
necessidade de repensar o problema do célculo
de massa dos corpos observados — chamado de
“problema da matéria faltante”.

A deteccdo de matéria escura em astrono-
mia tem wuma historia relativamente longa.
Comecou em 1844 quando, por acaso, dois
diferentes problemas de matéria escura foram
identificados. Naquele ano notou-se que o pla-
neta Urano tinha orbitado fora da posigao cal-
culada, por mais de 2 minutos de arco. No
mesmo ano F.W. Bessel chamou a atengao para
o movimento sinuoso da estrela Sirius.

O subseqiiente problema de Urano con-
duziu, em 1845, J.C. Adams calcular com pre-
cisao a posicao de um planeta hipotético cujo
efeito gravitacional em Urano poderia ser res-
ponséavel pelo seu movimento perturbado. E,
em 1846, o astronomo alemao Galle, observou
a existéncia de um novo planeta (Netuno).

A primeira sugestao de uma possivel dis-
tribuicao generalizada de matéria escura gra-
vitando em nossa galaxia foi feita por Kapteyn
(1922) e Jeans (1922), seguidos por Lindbland
(1926). Eles tentaram usar os movimentos ob-
servados de estrelas no plano da Galaxia para
obter a densidade total de matéria proxima
ao Sol. Kapteyn escreveu que “esta massa
(matéria escura) nao poderia ser excessiva”.

O primeiro a afirmar que existia uma quan-
tidade substancial de matéria escura proxima
do Sol foi Oort (1932,1965), que também uti-
lizou os movimentos orbitais observados de es-
trelas. Ele obteve para a densidade total de
matéria o valor de ~ 0,2M Pc=3 (onde M é a
massa solar), que é quase duas vezes maior que
a densidade de matéria observada préxima do
Sol.

No inicio da década de 90 essas diferencgas

17

de quantidades de matéria escura presente
préxima ao Sol (e no Universo) ainda era con-
trovertida. Em 1991 Kuijken e Gilmore con-
cluiram que “estas permanecem sem significa-
tiva evidéncia préoxima ao Sol”. Em contraste,
Bahcall, Flynn e Gould (1992) sugeriram que
um modelo sem matéria escura é inconsistente
com os dados experimentais. Apesar da con-
trovérsia, se faz necessaria a determinacao da
quantidade de matéria escura devido a sua im-
portancia no estudo de modelos de dinamica de
galaxias, que irao desembocar na estrutura do
Universo.

Frente ao que foi colocado no paragrafo
anterior, objetivamos neste trabalho analisar
alguns modelos analiticos que dao conta do
calculo de massa de objetos, como galaxias es-
pirais, levando em consideracao a matéria es-
cura.

Com os modelos analiticos escolhidos:
Plummer, Lei de Poténcia e da FEsfera
Isotérmica sao estimadas as massas de galdxias
espirais utilizando a gravitagao Newtoniana.

II. TEORIA GRAVITACIONAL

A massa de uma galdxia espiral, aproxi-
madamente, pode ser determinada pelo movi-
mento de rotacao das estrelas que estao em
certa posicao periférica da galaxia. Segundo
a teoria, as velocidades de rotacao das estre-
las, a partir do ponto periférico, deveriam cair
de acordo com a Lei de Kepler, porém as ob-
servacoes mostram que, por exemplo, a curva
de rotagao da nossa galdxia nao cai rapida-
mente para raios maiores que os raios onde
estao localizadas as estrelas periféricas. Uma
das explicacOes para este fendmeno seria a exis-
téncia de algum tipo de matéria que nao con-
seguimos observar. Por esse motivo, se dé o
nome a esta matéria de matéria escura; e ela
explicaria a constancia da curva de rotagao —
através dessa curva se estima a massa de uma
galdxia espiral, por exemplo.

No estudo da dinamica de galdxias a dis-
tribuicao de matéria, tanto escura quanto lumi-
nosa, ¢ de fundamental importancia para a de-
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terminagao da estrutura de galdxia e da andlise
de colisao entre elas.

Supondo a interacao entre galdxias como
uma interacao de corpos esféricos, e analisando
essa interacao através da Lei Gravitacional de
Newton, para um corpo extenso de massas dis-
tribuidas continuamente, temos:

o Z mm;G (7; — 7)
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I

A energia potencial é dada por,

Vm(m:_zw’ (2)
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ou ainda,

g =V (r). ()

Se § = V4, entdo temos V(Vy) = V) =
—47Gp, que é a equagao de Poisson. Particu-
larmente, com p = 0 implica que V29 = 0, que
é a equacao de Laplace. (Symon 1982).

III. MODELOS ANALITICOS

A. DModelos Analiticos para a Componente
Visivel

Os modelos analiticos que serao usados
neste trabalho sao: o Plummer e o de Lei de
Poténcia.

Com o auxilio da Lei de Gravitagdo acima
citada, juntamente com os modelos analiticos,
podemos obter caracterizacdes do potencial
gravitacional que envolve galdxias.
mos nosso estudo buscando determinar a dis-
tribuicao de massa e o potencial gravitacional
dados por cada um dos modelos, depois encon-
traremos a curva de rotacao para cada modelo,
pois ela nos daré, indiretamente, a distribuicao
de matéria escura e visivel numa galaxia.

A massa M(R) serd obtida da seguinte
maneira:

Iniciare-

R
M(R) = 4x /0 p(RR*dR, (6)

e pela Lei de Poténcia temos:

o(R) = po (i) 7)

onde R, é o raio central da componente visivel,
e po € a densidade da galaxia no raio R,.

4G £0 R?
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Y =—
onde (8) é potencial gravitacional que serd e-
xercido por um modelo de galdxia segundo o
modelo da Lei de Poténcia.

A Figura 1 mostra duas curvas de densi-
dade do corpo observado em funcao do raio,
utilizando a Lei de Poténcia. A curva em ver-
melho (curval) é dada por uma poténcia o = 1,
enquanto que para a curva em azul (curva 2)
a = 4. Vemos que para raios préximos do cen-
tro do corpo, a curva 1 se aproxima mais rapido
de um valor finito, porém para raios com va-
lores grandes a densidade cai mais lentamente.
Enquanto que, na curva 2, a densidade do corpo
para raios préximos do centro do corpo diverge,
todavia a densidade cai rapidamente quando o
raio do corpo aumenta; sendo assim, temos que
atribuir valores convenientes para «.
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Se fizermos o < 3 a massa, dada pela Eq.
(6), no interior do raio R sera finita, porém
a massa cresceria infinitamente com R; no en-
tanto, quando o > 2 a diferenca de potencial
dada pela Eq. (7), entre R finito e R ten-
dendo ao infinito, é finita. Assim, os melhores
valores para « estdao entre 2 < a < 3, satis-
fazendo as condigoes necessarias do nosso pro-
blema. Como a curva de rotacao é dada por

. [T [GM(E)
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pela Eq. (9) temos que
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FIGURA 1: Curvas de densidade de massa de um
corpo variando com o raio, tendo os valores de «
iguais a 1 e 4. Os valores utilizados mostram que
se « for grande a densidade no centro do corpo é
infinita e se for pequeno a desndidade do corpo para
raios grandes vai aumentar muito.

Se fizermos o« = 1.9 entao

4
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A Figura 2 mostra curvas que representam a
dependéncia da densidade do corpo observando
com o raio, dada pela Lei de Poténcia tendo
a = (2.9,1.9 e 2.5), representadas em trés
cores diferentes: em vermelho temos o = 1.9,
em verde o = 2.9 e a = 2.5 para a curva azul.
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FIGURA 2: Curvas de densidade de massa de um
corpo variando com o raio e tendo para « os valores
2.9, 1.9 e 2.5.

A representacao das curvas de rotacao
para os valores de o (2.9,1.9 e 2.5) sdo
mostradas na Figura 3. Das curvas plotadas,
a que melhor representa a configuracao de uma
curva de rotacao de uma galaxia espiral é a
curva em vermelho.
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FIGURA 3: Curvas de rotacdo para valores de

a = 2.9, 1.9 e 2.5 dadas pela Lei de Poténcia, onde
nota-se que das curvas tragadas apneas uma é com-
pativel com a curva de rotacao de uma galaxia espi-
ral, aquela com o = 1.9.

Agora, para uma distribuicao da densidade
de matéria visivel representada pela esfera de
Plummer, temos:

R,

M e

(15)

onde M é a massa total da matéria visivel.
A representacao grafica da distribuicao de
densidade dada pela esfera de Plummer estd
mostrada na Figura 4.

Da distribuicao de densidade dada pela Eq.
(15), representada na Figura 4, podemos no-
tar que este modelo descreve de maneira mais
realista a variacao de densidade de um corpo
com o raio, comparando com a distribuicao de
densidade dada pela Eq. (7) e representada
na Figura 1, vemos que nesta, para um raio
préximo do centro do corpo, o valor da den-
sidade nao converge para um valor finito, en-
quanto que, para a distribuicao de Plummer, a
densidade do corpo no centro é bem definida.

Calculando o potencial gravitacional,
através da equacao de Poisson devido a dis-
tribuicdo de densidade dada pela Eq. (15),
temos:

GM
(R? + R2)"/*

v (R) (16)
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Dessa forma obtemos o potencial de uma
galaxia, onde sua distribuicao de densidade é
dada pelo modelo de Plummer. Podemos en-
contrar a distribuicao de massa dada por esse
modelo, e a partir dela determinar sua curva
de rotagao; da Eq. (6) temos:

R 3M R?

4 P —Y
o 4T (R4 R2)
MR3

(R? + R2)**

M,(R) R*dR'
(17)

Dessa forma, a curva de rotagao dada por essa
distribuicao de massa seré,

f i
R (R2 4+ R2)*?

vy =
GM R?
(R? + R2)
0.6
z
00 02 04 06 08 10 12 14
Raio (u. 1)

FIGURA 4: Curva de variacao da distribuigao da
densidade de um corpo dada pelo modelo da esfera
de Plummer.

B. Modelo Analitico para a Componente
Escura

Para introduzirmos uma componente de
matéria escura, trabalharemos com uma dis-
tribuicao de densidade dada, aproximada-
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mente, por uma esfera isotérmica, ou seja,

2
o
e - a_ /D2 . 9\ S € 1
pe(R) 271G (R? + a?) =k (19)
e
pe(R)=0, R> R, (20)

onde o ¢ a velocidade de dispersao no Halo, e a
é o raio central da galaxia espiral. Calculando
o potencial dado pela distribui¢do escura (ver
Apéndice D) temos, para R < R,

20%a [R R
Ye(R) = — 7 [a — arctan (a)
R, (R?+d?
—In| =2—— 21
+2 n<R2+a2>}’ (21)
para R > R,
20%a [R. Re
Pe(R) = — 7 [a — arctan <a)] :
(22)
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FIGURA 5: Curva da velocidade circular através do
modelo de Plummer.

Para encontrarmos a curva de rotagao da
componente escura, faz-se necessario conhecer
a distribuicdo de massa dada pela esfera

21

isotérmica, entao: para R < R,

2
M.(R) = 4r / f__oR dR'
o 2mG (R’2 + aQ)
20%a [R R
= G [a — arctan <a>} ,
(23)
para R > R
2
M.(R) = 4 / fPRT e
0 2nG (R,2 + a2)
20%a [ R, R,
= G [a — arctan <a>] .
(24)

Entao, a curva de rotacao sera:

\[ \/ G 20% <R)]
Ve — — arctan
a
2 1 1 R
= a\/;\/a [a % arctan (aﬂ' (25)
C. Representagao Grafica das Curvas de

Rotacao

E a representacao grafica das curvas de
rotagao tanto para a componente visivel, dada
pela esfera de Plummer, como para a compo-
nente escura, dada pela esfera isotérmica, é
mostrada na Figura 5.

A Figura 5 representa uma distribuicao de
massa para uma galdxia espiral onde se leva
em conta tanto a parte visivel como a matéria
escura. As linhas em azul sdo linhas que repre-
sentam a matéria escura, e elas devem ser vis-
tas como uma unica linha. Ou seja, partindo
do eixo horizontal até o ponto de interseccao
entre elas e deste seguindo adiante pela linha
de baixo, pois a representacao para a matéria
escura se dar através de duas fungoes, uma até
0 raio escuro e a outra apds o mesmo. A curva
em vermelho representa a distribuicao de massa
para matéria visivel.

A galdxia mostrada na Figura 6, represen-
tada por esta curva de rotagao, tem M = 1.0,
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R. =02, 0 = 21, « 0.6 e Ry = 4.0.
A massa escura é cerca de 6.2 unidades. A
unidade de massa é 10" M, unidade de com-
primento é 10 kpc e a unidade de tempo é 108
anos. Nestas unidades G = 4.497, e as veloci-
dades sao dadas em unidades de 97.8 km/s.

Comparando os graficos dados pelos mode-
los referidos no corpo do trabalho com o grafico
da Figura 6, evidenciamos a semelhanca entre
eles, apesar da simplicidade dos modelos uti-
lizados aqui.

IV. CONCLUSOES

Os resultados encontrados utilizando os
modelos de Plummer e da Esfera Isotérmica,
apesar de nao serem muito sofisticados, con-
dizem com as observagoes e com resultados a-
presentados na literatura.

Apresentamos aqui umas das possibilidades
de resolucao do problema de matéria faltante
utilizando a gravitacao Newtoniana, todavia
existem outras vertentes para a resolucao do
problema, que levam & modificacao da lei gra-
vitacional; por fim, a proposta do trabalho, de
estimar a massa de galaxia levando em conta a
matéria escura, é satisfeita.

APENDICE A

Para encontrarmos a intensidade do campo
gravitacional devido a um corpo calculamos a
seguinte integral,

1= | [a-gas

como n - § = —%QmGCOSH e dQ) = T%cos@dS,
onde df) é o elemento infinitesimal de angulo
solido, entao

I://ﬁ-g'dS:—//mGdQ:—47rmG.

(A2)

Para uma superficie envolvendo um conjunto

(A1)
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de massas m; teremos

I://ﬁ@dS:ZélTrmiG, (A3)

porém, pelo teorema da divergéncia de Gauss

1= [ [agis=-[ [ [anGoa

- ///V-ﬁdv, (A4)
logo
///(4#Gp+v-§)dv20
=V 7= —4rGp. (A5)
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FIGURA 6: Curva de rotagdo de modelo de galdxia.
O plano da velocidade rotacional é de 290 m/s, e a
razdo Mese/M,is dentro de Ros (= 5zR.) é 0.8. As
linhas pontilhadas representam as curvas de rotagao
para as componentes visivel e escura do modelo. O
halo escuro é trucado em Ry . Para raios externos,
a curva de rotagao tem um declinio Kepleriano.

APENDICE B

Calculando a massa

R
M(R) = 4r /0 poROR*“dR'

drpo Ry 3
= —= @ B1
3 R, (B1)

o potencial gravitacional devido a esta dis-
tribuicao serd dado pela integracao da equacao
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de Poisson,
1 d dy
V3 = —— | R*—— | = —4nG
V= dR< dR> TP
RN\
= _47TGP0 (R) ’
ou seja,
dyp R o
2 12— Q /
27y .
R IR WGpoR/O R™ "dR
AmGpoRe 13 o
=5, (B2)
integrando-a uma vez mais obtemos
Ly
33—« 0
ArGpoRY 9_
= - R B3
B—a)(2—a) (B3)

APENDICE C

Calculamos o potencial gravitacional devido
a distribuicao de densidade a seguir através da
equacao de Poisson

1 d di,(R)
2 R _
M c
47 (R? + R2) /
Assim, integrando-a uma vez
A Y ) -l R — 75
dR 3(R2 + R?)%
1 R
2
3R (R + R2)? |’ )

e por fim integrando-o uma vez mais con-
seguimos

GM
(R% + R2)'/*

Yo (R) (C3)

APENDICE D
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Para o cdlculo do potencial devido a uma
distribuicao de esfera isoterma partimos da ex-
pressao

1 d [ ,dde(R)
2 2
e = 59 9D =—4 e
VeR) = R (R dR ) mGp
o2
= 47— D1
T G R+ ) (D1)
que rearrumada e integrada conduz a
2
p2de(R) s /R (7* +a?) iR’
dR o (R?+a?)
R 2
a
— ——dR'|,
/0 (R’2 + a2)
ou ainda,
R? dd};](%R) = —20%a [f — arctan (f)} .

(D2)

Realizando mais uma integragao alcancamos
o potencial devido a distribuicdo da esfera

isoterma.:
R
1
—920%a —
/0 [R’a

1 /
T arctan (R>] dR/,
a

Ye(R)

(D3)
ou seja, para R < R,
2
Ye(R) = —2261 [f — arctan (f)
R R? + a?
—1 < D4
(B9 oo

enquanto que para R > R, temos

__202a &—acta &
- R, | a reran 7, '

(D5)

Ye(R)
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